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1 Introduction

La discussion qui suit vise à contextualiser la preuve par Frank Calegari, Vesselin Dimitrov
et Yunqing Tang en 2024 de l’irrationnalité de la quantité

L(2, χ−3) =

+∞∑
n=0

(
1

(3n+ 1)2
− 1

(3n+ 2)2

)
.

Pour ce faire, on fera un bref historique de la théorie de l’irrationnalité, puis on se concentrera
sur le cas des séries L de Dirichlet

L(k, χ) =

∞∑
n=1

χ(n)

nk
,

où χ : Z → C est un caractère de Dirichlet, c’est-à-dire une fonction multiplicative vérifiant
quelques propriétés arithmétiques supplémentaires. L’irrationnalité des valeurs L(k, χ) reste
largement conjecturale. Un cas particulier de séries L est celui des séries de Riemann

ζ(k) =

∞∑
n=1

1

nk
,

et on étudiera en détail la preuve par Roger Apéry en 1978 de l’irrationnalité de ζ(3).
Ensuite, on esquissera comment Calegari, Dimitrov et Tang se sont inspirés de la preuve
d’Apéry pour trouver une nouvelle méthode de preuve d’irrationnalité. Enfin, on expliquera
le lien de cette méthode avec un objet développé par Jean-Benôıt Bost et François Charles,
les surfaces arithmétiques formelles-analytiques.

2 Un bref historique des résultats d’irrationnalité

La découverte des nombres irrationnels est généralement attribuée à la secte de Pytha-
goriciens avec le nombre

√
2 (voir l’article grand public [Kla25]). D’après l’historien des

mathématiques grecques Thomas Heath, Platon décrit dans le Théétète la preuve par
Théodore de Cyrène (vers l’an 400 av. J.-C.) de l’irrationnalité des

√
k pour les k ∈

{3, . . . , 17} non carrés, ce qui implique que l’irrationnalité de
√
2 était déjà prouvée ([Hea21,
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p. 155]). Une preuve complète de l’irrationnalité de
√
2 est fournie dans le livre X des

Éléments d’Euclide ([Hea21, p. 157]), et suggère que le résultat était déjà connu depuis
longtemps ([Hea21, p. 168]). Il s’agit d’une preuve par l’absurde, qui montre que si la dia-
gonale d’un carré était rationnelle, un même entier serait à la fois pair et impair ([Hea21,
p. 168]). Après une très longue période sans résultat notable, Euler montre en 1737 et pu-
blie en 1744 dans [Eul44] la preuve de l’irrationnalité de e à l’aide de fractions continues, et
Lambert montre en 1761 dans [Lam61] l’irrationnalité de π.

Un sujet intimement lié à l’irrationnalité est celui des nombres algébriques, c’est-à-dire des
nombres complexes qui sont racine d’un polynôme non nul à coefficients rationnels. En effet,
un nombre rationnel est toujours algébrique, donc tout nombre transcendant (c’est-à-dire
non algébrique) est a fortiori irrationnel. C’est en 1844, dans [Lio44], que Liouville établit
l’existence de nombres transcendants en exhibant des exemples définis par des fractions
continues. Il y donne également une classe de transcendants plus simples à construire, les
nombres de la forme

∑∞
n=1m

−n! où m est un entier supérieur ou égal à 2 (pour m = 10,
on parle de la ≪ constante de Liouville ≫). Hermite prouve la transcendance de e en 1873
dans [Her73]. En 1882, Lindemann énonce dans [Lin82] le théorème d’Hermite-Lindemann
qui affirme que si a est un nombre algébrique non nul (réel ou complexe), alors ea est trans-
cendant. Il en découle, par l’identité d’Euler, que π est transcendant. En 1934, Gelfond et
Schneider démontrent indépendamment ([Gel34], [Sch35]) le théorème de Gelfond-Schneider,
qui résout le 7e problème de Hilbert en affirmant que si a est un nombre algébrique différent
de 0 et de 1 et si b est un nombre algébrique irrationnel alors ab est transcendant. En 1966,
Alan Baker résout la conjecture de Gelfond et démontre un des théorèmes les plus forts de
la théorie des nombres transcendants, qui généralise les théorèmes d’Hermite-Lindemann et
de Gelfond-Schneider :

Théorème 2.1 ([Bak66]). On note L l’ensemble des ≪ logarithmes de nombres algébriques
(non nuls) ≫, c’est-à-dire des nombres complexes dont l’exponentielle est un nombre algébrique,
et Q le corps des nombres algébriques. Si n éléments λ1, . . . , λn de L sont Q-linéairement
indépendants, alors les n+ 1 éléments 1, λ1, . . . , λn sont Q-linéairement indépendants.

Malgré ces avancées, on ne sait toujours pas, par exemple, si des expressions aussi simples
que π + e et eπ correspondent à des nombres rationnels. On peut se demander ce qu’il en
est des valeurs de la fonction ζ de Riemann, ou de ses généralisations par les séries L de
Dirichlet.

3 Le cas des séries L de Dirichlet

On commence par quelques rappels sur les caractères de Dirichlet.

Définition 3.1. Soit m un entier strictement positif. Une application χ : Z → C est un
caractère de Dirichlet modulo m si pour tous entiers a et b, on a :

(i) χ(ab) = χ(a)χ(b) (χ est complètement multiplicative) ;

(ii) χ(a) = 0 si et seulement si a et m sont premiers entre eux ;

(iii) χ(a+m) = χ(a) (χ est m-périodique).

En d’autres termes, χ est obtenu en étendant par 0 un morphisme de groupes (Z/mZ)× →
C× entre les groupes des inversibles de Z/mZ et de C en une application Z/mZ → C, puis
en précomposant par Z ↠ Z/mZ.
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Exemple 3.1. Pour tout m > 1, on a un caractère modulo m qui correspond au morphisme
trivial (Z/mZ)× → C×. On dit que c’est le caractère principal modulo m.

Exemple 3.2. Pour tout p premier impair et a entier, on a le symbole de Legendre défini
par (

a

p

)
=


0 si p|a,
1 si a est un carré modulo p mais n’est pas divisible par p,

−1 si a n’est pas un carré modulo p.

L’application a 7→
(
a

p

)
est un caractère de Dirichlet modulo p.

Pour un caractère de Dirichlet χ : Z → C, on définit la fonction L de Dirichlet

L(s, χ) =

∞∑
n=1

χ(n)

ns
, Re(s) > 1 .

Cette fonction peut être étendue en une fonction méromorphe sur C. Quand χ est le caractère
principal modulo 1, c’est-à-dire que χ est constant égal à 1, on retrouve la fonction ζ de
Riemann. On va s’intéresser aux séries L de Dirichlet (c’est-à-dire les valeurs de fonctions
de Dirichlet) qui correspondent à une classe particulière de caractères de Dirichlet que l’on
va définir après quelques préliminaires :

Définition 3.2. Soit d ∈ Z sans facteur carré, d ̸= 1. Le discriminant du corps quadratique
K = Q(

√
d) est l’entier

DK =

{
d si d ≡ 1 (mod 4),

4d si d ≡ 2, 3 (mod 4).

On appellera discriminant quadratique un entier qui est discriminant d’un corps quadratique
(ce corps est alors uniquement déterminé).

Définition 3.3. On peut étendre le symbole de Legendre
(

a
p

)
en un symbole de Jacobi

(
a
n

)
défini pour tous a, n ∈ Z de la manière suivante :

(i) pour p premier impair,
(

a
p

)
est le symbole de Legendre ;

(ii)
(a
2

)
=


0 si a est pair,

1 si a ≡ ±1 (mod 8),

−1 si a ≡ ±3 (mod 8) ;

(iii)
(a
1

)
= 1 ;

(iv)

(
a

−1

)
=

{
1 si a ≥ 0,

−1 si a < 0 ;

(v) si n = upe11 . . . pekk avec u = ±1 et les pi premiers,
(
a
n

)
=
(
a
u

)∏k
i=1

(
a
pi

)ei
;

(vi)
(a
0

)
=

{
1 si a = ±1,

0 sinon.
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On peut maintenant définir, pour tout discriminant quadratique D,

χD(n) =

(
D

n

)
.

C’est un caractère de Dirichlet modulo |D| ([MV06], théorème 9.13).

Remarque 3.1. En fait, le théorème 9.13 de [MV06] dit que les χD pour D discriminant
quadratique sont exactement les caractères quadratiques primitifs modulo |D|, c’est-à-dire
les caractères qui sont d’ordre 2 dans le groupe des caractères modulo |D| et qui ne viennent
pas d’un caractère de Dirichlet modulo un diviseur strict de |D|.

Un intérêt des caractères χD est qu’ils permettent de relier, pour tout K corps quadratique,
la fonction de zêta de Dedekind

ζK(s) =
∑

I⊆OK

1

[OK : I]s
, Re s > 1 ,

où I parcourt les idéaux non nuls de l’anneau des entiers OK de K, à la fonction zêta de
Riemann par la relation suivante (voir [Coh07], théorème 10.5.25) :

ζK(s) = ζ(s)L(s, χDK
) .

On a par Euler ([Eul40]) et Dirichlet ([Dir37]) :

L(k, χD) ∈


πk

√
D ·Q× si k pair et D > 0,

πk
√
−D ·Q× si k impair et D < 0,

√
D log

(
|Q×| − {1}

)
si k = 1 et D > 1.

(Dans tout ce mémoire, ≪ log ≫ désignera le logarithme népérien). Par le théorème d’Hermite-
Lindemann, toutes ces valeurs sont transcendantes. Les autres sont bien moins connues :
l’irrationnalité de ζ(3) a été montrée en 1978 (donc beaucoup plus tard) par Apéry ([Apé79])
et celle de L(2, χ−3) en 2024 par Calegari, Dimitrov et Tang dans l’article [CDT24]. On sait
par ailleurs grâce à Ball et Rivoal ([Riv00], [BR01]) que la fonction zêta de Riemann prend
une infinité de valeurs irrationnelles aux entiers impairs, et grâce à Zudilin [Zud01] qu’au
moins une des valeurs ζ(5), ζ(7), ζ(9) et ζ(11) est irrationnelle. On va commencer par étudier
la preuve d’Apéry.

4 La preuve par Apéry de l’irrationnalité de ζ(3)

La discussion qui suit de la preuve d’Apéry est inspirée de son explication par Cohen dans
[Coh78]. Les seuls résultats de théorie des nombres qui vont être utilisés sont le théorème
des nombres premiers et le lemme élémentaire suivant, conséquence du fait qu’une suite
d’entiers convergente est stationnaire :

Lemme 4.1. S’il existe une suite de rationnels pn/qn ̸= β avec qn → ∞ telle que∣∣∣∣β − pn
qn

∣∣∣∣ = o

(
1

qn

)
alors β est irrationnel.
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Pour commencer, Apéry définit des suites

an =
∑

0≤k≤n

(
n

k

)2(
n+ k

k

)2

et bn =
∑

0≤k≤n

(
n

k

)2(
n+ k

k

)2

cn,k ,

avec cn,k =
∑

1≤m≤n

1

m3
+

∑
1≤m≤k

(−1)m−1

2m3
(
n
m

)(
n+m
m

) .
On a alors que bn/an converge vers ζ(3) ; c’est la proposition 2 de [Coh78] dont le point
clef de la preuve est la majoration de |cn,k − ζ(3)| par 2n−2, par des considérations sur les
coefficients binomiaux apparaissant dans la définition de cn,k. De plus, si on note [1, . . . , n]
le plus petit commun multiple des entiers de 1 à n, on a

an ∈ Z et 2[1, . . . , n]3bn ∈ Z pour tout n ≥ 1 ;

c’est la proposition 3 de [Coh78] dont la preuve consiste à regarder les valuations p-adiques
des quantités dont on veut montrer qu’elles sont entières. Donc les nombres

pn = 2[1, . . . , n]3bn et qn = 2[1, . . . , n]3an

sont entiers et leur quotient pn/qn = bn/an tend vers ζ(3).

Par ailleurs, an et bn vérifient tous deux la relation de récurrence

(n+ 1)3un+1 −
(
34n3 + 51n2 + 27n+ 5

)
un + n3un−1 = 0 ;

c’est la propriété 1 de [Coh78], qui se montre par de longs calculs, un peu simplifiés par une
idée de Zagier. On en déduit la relation

bnan−1 − anbn−1 = 6n−3 .

Par télescopage, on a donc

ζ(3)− bn
an

=
∑

k≥n+1

(
bk
ak

− bk−1

ak−1

)
=

∑
k≥n+1

6

k3akak−1
.

Comme cette suite est strictement croissante, on a ζ(3) ̸= bn/an pour tout n. Par ailleurs,
en utilisant soit la récurrence, soit la formule explicite, on montre l’estimée

an ∼ Cαnn−3/2 ,

où C = (
√
2 + 1)2(2π

√
2)−3/2 et α = (

√
2 + 1)4. On a donc

6

n3anan−1
∼ 6

C2α2n−1

d’où ∑
k≥n+1

6

k3akak−1
∼

∑
k≥n+1

6

C2α2k−1
=

6

C2(α− 1)
α−2n .

On en déduit que

ζ(3)an − bn ∼ C ′α−nn−3/2 avec C ′ =
6

C(α− 1)
.
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On remarque l’équivalence∣∣∣∣ζ(3)− pn
qn

∣∣∣∣ = o

(
1

qn

)
⇐⇒ [1, . . . , n]3 |ζ(3)an − bn| → 0

⇐⇒ [1, . . . , n]3α−nn−3/2 → 0 .

Or on a le résultat suivant sur le comportement asymptotique de [1, . . . , n] :

Théorème 4.1. log[1, . . . , ⌊x⌋] ∼ x quand x→ +∞ .

Démonstration. On regarde la fonction de Tchebychev

ψ(x) =
∑
pr≤x

log p .

On a

exp(ψ(x)) =
∏
pr≤x

p =
∏
p

 ∏
r|pr≤x

p

 =
∏
p

pmax{r|pr≤x} .

Or, {r|pr ≤ x} = {vp(1), . . . , vp(⌊x⌋)}, donc

exp(ψ(x)) =
∏
p

pmax{vp(1),...,vp(⌊x⌋)} = [1, . . . , ⌊x⌋] .

Par ailleurs Tchebychev a montré l’équivalence

ψ(x)

x
∼ π(x)

x/ log x
quand x→ +∞ ,

où π(x) =
∑

p<x 1 est la fonction de comptage des nombres premiers (voir [Hav03] pour
la preuve). Le résultat que l’on veut montrer est donc équivalent au théorème des nombres
premiers.

Il résulte du théorème 4.1 que

log
(
[1, . . . , n]3α−nn−3/2

)
= −(logα− 3)n+ o(n) .

Enfin, on utilise l’inégalité
4 log(

√
2 + 1) > 3 , (⋆)

pour déduire que [1, . . . , n]3α−nn−3/2 → 0 et donc

[1, . . . , n]3 |ζ(3)an − bn| → 0 .

On conclut alors à l’irrationnalité de ζ(3) avec le lemme 4.1. On va à présent regarder
comment la preuve d’Apéry a inspiré celle de Calegari, Dimitrov et Tang.
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5 Idée de la preuve par Calegari, Dimitrov et Tang de
l’irrationnalité de L(2, χ−3)

La discussion qui suit s’inspire de la partie 1.2 de [CDT24], l’article de Calegari, Dimitrov
et Tang qui prouve l’irrationnalité de L(2, χ−3). On remarque que l’on peut reformuler la
preuve d’Apéry avec le langage des séries formelles en posant

A(x) =
∑
n∈N

anx
n , B(x) =

∑
n∈N

bnx
n

et en regardant la combinaison linéaire

P (x) = B(x)− ζ(3)A(x) =

∞∑
n=0

xn (bn − ζ(3)an) .

L’estimée an ∼ Cαnn−3/2 dit que A(x) a rayon de convergence α−1 = (
√
2− 1)4, et comme

bn ∼ ζ(3)an, B(x) a le même rayon de convergence que A(x). L’estimée ζ(3)an − bn ∼
C ′α−nn−3/2 dit quant à elle que P (x) a rayon de convergence α = (

√
2 + 1)4. En écrivant

l’inégalité (⋆), on affirme en fait que P (x) converge sur un disque assez grand pour que l’on
puisse conclure directement. Dans plusieurs autres cas que celui de ζ(3), on peut construire
des fonctions A(x), B(x) analogues à celles d’Apéry telles que P (x) = B(x) − ηA(x) ait
des propriétés de convergence supplémentaires, et η = L(k, χ) soit en fait l’unique nombre
complexe vérifiant ces propriétés de convergence. Mais l’inégalité analogue à (⋆) est fausse
(sauf pour ζ(2)) ; P (x) ne converge pas sur un disque assez grand pour que l’on puisse en tirer
des conséquences arithmétiques sur L(k, χ). L’idée de Calegari, Dimitrov et Tang est alors
d’exploiter, ce qu’ils sont sont les premiers à faire, l’existence de structures supplémentaires
sur P (x). En effet, il se trouve que les fonctions A(x) et B(x) d’Apéry satisfont toutes deux
une équation différentielle ordinaire à coefficients dans Z[x] qui n’a des points singuliers
(réguliers) qu’en x = 0, ∞, et (

√
2 ± 1)4. La fonction P (x) s’obtient alors comme l’unique

combinaison linéaire (à homothétie près) de A(x) et B(x) qui est également holomorphe en
(
√
2 − 1)4. Ceci implique que P (x) n’est pas seulement holomorphe sur le disque de rayon

(
√
2 + 1)4, mais s’étend en une fonction holomorphe sur tout C\

[
(
√
2 + 1)4,∞

)
.

En général, on sait grâce à André ([And89, §VIII 1.6]) que les fonctions vérifiant certaines
conditions (analogues à celles vérifiées par la fonction P (x) d’Apéry) sur la croissance de leurs
dénominateurs et leurs propriétés analytiques se trouvent toujours être solutions d’équations
différentielles ordinaires à coefficients dans Q[x], et donc le Q(x)-espace vectoriel engendré
par les dérivées successives de telles fonctions est de dimension finie. Calegari, Dimitrov
et Tang fournissent alors des versions effectives de ce résultat. Plus précisément, si l’on se
donne une fonction holomorphe φ : D → C ainsi que des paramètres b ∈ Q+, σ ∈ N, et si
l’on regarde le Q(x)-espace vectoriel H(φ; b;σ) linéairement engendré par les séries formelles
de la forme

f(x) =

∞∑
n=0

an
xn

[1, . . . , ⌊bn⌋]σ
∈ Q[[x]] , an ∈ Z ∀n ∈ N

tels que f(φ(z)) converge sur D, Calegari, Dimitrov et Tang montrent des bornes explicites
sur la Q(x)-dimension de H(φ; b;σ) (les dénominateurs des séries de H(φ; b;σ) ont été ins-
pirés par des conjectures sur les séries de Taylor associées à des G-fonctions ([FR16])). Si
l’on a alors une fonction d’approximation P (x) = B(x) − ηA(x) et l’on suppose par l’ab-
surde que η ∈ Q, on peut espérer obtenir une contradiction avec la structure de P (x). C’est,
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moyennant quelques subtilités, la méthode qu’emploient Calegari, Dimitrov et Tang pour
montrer l’irrationnalité de L(2, χ−3). Le cœur de la preuve se situe dans l’obtention d’une
borne sur la dimension de H(φ; b;σ) qui soit assez bonne pour conclure.

6 Majorations de dimension et lien avec les surfaces
formelles-analytiques

Calegari, Dimitrov et Tang ont d’abord montré, dans le cas σ = 0 et en supposant φ(0) = 0,
|φ′(0)| > 1, la majoration

dimQ(x) H(φ; b; 0) ≤ exp

(∫ 1

0
max(0, log |φ(e2iπt)|)dt

log |φ′(0)|

)
.

Prouvée en 2021 dans leur article [CDT21], cette première majoration leur a permis, alors
qu’ils cherchaient déjà à montrer l’irrationnalité de L(2, χ−3), de résoudre au passage une
conjecture sur les formes modulaires datant de 1971 : la Conjecture des Dénominateurs
Bornés (voir [CDT21] pour la preuve). On peut généraliser cette majoration en

dimQ(x) H(φ; b;σ) ≤ exp

(∫ 1

0
max(0, log |φ(e2iπt)|)dt

log |φ′(0)| − bσ

)

si l’on suppose |φ′(0)| > ebσ. Malheureusement, cette majoration n’est pas assez fine pour
la preuve d’irrationnalité.

Dans [BC], Bost et Charles remarquent que l’on peut voir les fonctions de H(φ; b; 0) comme
des sections méromorphes d’une surface arithmétique formelle-analytique, c’est-à-dire d’un
objet géométrique qui englobe à la fois les propriétés arithmétiques (relatives aux coeffi-
cients) et analytiques des fonctions considérées. Ils se ramènent alors à un raisonnement
géométrique, où la condition |φ′(0)| > 1 devient une condition de ≪ pseudoconcavité ≫ sur
la surface formelle-analytique considérée. Grâce à cette étude, il obtiennent une majoration
plus fine dans le cas σ = 0 ([BC], corollaire 8.3.5) :

dimQ(x) H(φ; b; 0) ≤
∫ 1

0

∫ 1

0
log |φ(e2iπs)− φ(e2iπt)|dsdt

log |φ′(0)|
.

Ce calcul se généralise en

dimQ(x) H(φ; b;σ) ≤
∫ 1

0

∫ 1

0
log |φ(e2iπs)− φ(e2iπt)|dsdt

log |φ′(0)| − bσ
,

ce qui n’est toujours pas assez fin. Calegari, Dimitrov et Tang ont alors abandonné la théorie
des surfaces formelles-analytiques et trouvé des raffinements ad hoc. On peut néanmoins
se demander si les surfaces formelles-analytiques ne pourraient pas fournir directement
des bornes suffisantes à la preuve de l’irrationnalité de L(2, χ−3), et ce faisant simplifier
considérablement cette preuve ainsi qu’ouvrir à d’autres applications en théorie de l’irra-
tionnalité.
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7 Conclusion

On a vu que la preuve par Calegari, Dimitrov et Tang de l’irrationnalité de L(2, χ−3) re-
posait sur un raffinement puissant de la preuve par Apéry de l’irrationnalité de ζ(3), en
calculant une borne sur un espace de fonctions vérifiant des propriétés sur la croissance de
leurs dénominateurs et leur convergence. On a également vu que le formalisme des surfaces
formelles-analytiques, bien que n’intervenant finalement pas dans la preuve de Calegari,
Dimitrov et Tang, était prometteur pour simplifier cette preuve et ouvrir à d’autres appli-
cations.
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